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2.3    ΑΠΟΛΥΤΗ ΤΙΜΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 
 
ΘΕΩΡΙΑ                
1.          

Ορισµός :        α  = 
,    αν     0

,     αν    < 0   

 α α ≥

−α α

 

 
 
2.          
Ιδιότητες 

α  ≥  0,            α  ≥  α ,            α  ≥  –α ,            
2

α = 2α ,              −α  = α  

 

x  = θ       ⇔      x = θ     ή     x = – θ ,      όπου  θ > 0 

x  = α     ⇔      x = α    ή     x = – α    

 

αβ  = α β ,         α
β

 = 
α

β
,        α +β  ≤  α + β  

 
d (α, β) = α −β  = β−α  

 
 

o| x x |−  < ρ     ⇔    x∈(xo– ρ,    xo + ρ) 

                         ⇔    xo – ρ <  x  <  xo+ ρ,     όπου   ρ > 0 
 
 
 
 
 

o| x x |−  > ρ     ⇔    x∈ (–∞ ,   xo – ρ) ∪ ( xo + ρ,   +∞ ) 

                         ⇔     x < xo – ρ    ή    x > xo + ρ,    όπου   ρ > 0  
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ΣΧΟΛΙΑ  ΣΤΗ  ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός  της απόλυτης  τιµής  πραγµατικού  αριθµού  α . 

Όταν   0α >     τότε     α = α 

Όταν   0α <     τότε     α = – α        

Όταν   0α =     τότε     α = 0 ,    δηλαδή  0 =0 

 

2. 
Η  σχέση των αριθµών  α  και  αααα  
Οι αριθµοί   α   και   α    είναι ξεχωριστοί αριθµοί . 

Άλλοτε είναι ίσοι  και  άλλοτε αντίθετοι 

Είναι  ίσοι , όταν  α ≥≥≥≥  0    και   αντίθετοι  όταν  α < 0 

 
 
3.     
Απόσταση αριθµού  α  από το  0. 
d (α , 0) = 0α −  = α  

 

4. 
Προσοχή 

i)      Αν   0α ≠ ,  τότε   0α ≠    και µάλιστα   0α >  

 
ii)    0    0α = ⇔ α =  

 
iii)   α  = θ     ⇔     α= θ     Λάθος ! 

        Το σωστό είναι   α  = θ    ⇔   α= θ   ή  α= – θ 

 
iv)   x  < θ     ⇔     x < θ      Λάθος !   

        Το σωστό είναι    x  < θ     ⇔     – θ < x < θ 

 
v)    x  > θ     ⇔     x > θ      Λάθος ! 

        Το σωστό είναι     x  > θ     ⇔    x < – θ   ή    x > θ 

 
vi)   α+β  = α + β     Λάθος ! 

        Το σωστό είναι     α+β  ≤  α + β  
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vii)   – −α  = α      Λάθος ! 

        Το σωστό είναι   – −α  = –α  

 
 
5. 
Χρήσιµες  ισοδυναµίες 
i)     2 2x    x     x    ή    x= α ⇔ = α ⇔ = α = −α  

ii)    2 2x     x   x< α ⇔ < α ⇔ − α < < α  

iii)  2 2x     x    x> α ⇔ > α ⇔ < − α   ή   x > α  

 

 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
i)   Γράψε έναν αριθµό, του οποίου η απόλυτη τιµή ισούται µε τον εαυτό του.             

ii)  Γράψε έναν αριθµό, του οποίου η απόλυτη τιµή ισούται µε τον αντίθετό του    

iii) Γράψε µια παράσταση, της οποίας η απόλυτη τιµή ισούται µε τον εαυτό της 

iv) Γράψε µια παράσταση, της οποίας η απόλυτη τιµή ισούται µε την αντίθετή της.    

Απάντηση   

4 ,      –5 ,       ( )2x 1− ,        –( )2x 1−  

 

 
2. 
Για ποιες τιµές του  x  ισχύει     i)      x  = x 

                                                   ii)     x  = –x 

                                                   iii)    x 2−  = x – 2  

                                                   iv)    x 2−  = – (x – 2) 

Απάντηση   
i)      Πρέπει    x ≥  0 

ii)     Πρέπει    x ≤  0 

iii)    Πρέπει    x – 2 ≥  0,    δηλαδή    x ≥  2 

iv)    Πρέπει    x – 2 ≤  0,    δηλαδή    x ≤  2 

 
 
 

Σχόλιο  1 

Σχόλιο  1 
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3. 
Χαρακτηρίστε   Σ (σωστό)   ή   Λ (λάθος)  τις προτάσεις 

6 0>          ……………………  Σ          Λ 

7 0− <          …………………   Σ          Λ 

2 2≥              …………………  Σ          Λ 

2 2>         ……………………  Σ          Λ 

2 2− ≥         …………………    Σ          Λ 

4 4− ≥         ……………………Σ          Λ 

4 4≥        ………………………Σ          Λ 

4 4− ≥ −        …………………   Σ          Λ 

Απάντηση 

Σ,     Λ,    Σ,     Λ,      Σ,      Σ,      Σ,       Σ 

 

 
4.     
Για τις διάφορες πραγµατικές τιµές του  x ,  η παράσταση   Π =  x 2 1− −   να γραφεί 

χωρίς απόλυτες τιµές . 

Προτεινόµενη λύση 

•       Όταν    x – 2 < 0,   δηλαδή  όταν   x < 2 

         η  παράσταση  γίνεται   Π = – (x – 2) – 1 = –x + 2 – 1 = – x + 1  

 

•       Όταν    x – 2 ≥  0,   δηλαδή  όταν   x ≥  2 

         η  παράσταση  γίνεται   Π = (x – 2) – 1 = x – 2 – 1 = x – 3  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ιδιότητες  σχ.  Βιβλίου  
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5.   

Αν   3x 1
x 3
+
+

 = 1    και   x + 3 ≠ 0,   να αποδείξετε ότι   x  = 1 

Προτεινόµενη λύση 

3x 1
x 3
+
+

 = 1    ⇒      
3x 1

x 3

+

+
 = 1 

                                 3x 1+  =  x 3+  

                                 
2

3x 1+  =  
2

x 3+  

                                 (3x + 12)  = (x + 3 2)  

                                 92x + 6x + 1 = 2x + 6x + 9 
                                 82x  = 8 
                                2x  =  1     ⇒     x  = 1 

 
 
 
6.   

Αν   3x 1
x 3
+
+

 < 1    και   x + 3 ≠ 0,   να αποδείξετε ότι   x  < 1 

Προτεινόµενη λύση 

3x 1
x 3
+
+

 < 1    ⇒      
3x 1

x 3

+

+
 < 1 

                                 3x 1+  <  x 3+  

                                 
2

3x 1+  <  
2

x 3+  

                                 (3x + 12)  < (x + 3 2)  

                                 92x + 6x + 1 < 2x + 6x + 9 
                                 82x  < 8 
                                2x  <  1     ⇒     x  < 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο  6 

Η ύψωση των 
δύο θετικών 
µελών στο 
τετράγωνο απο- 
τελεί µέθοδο 

Σχόλιο  6 

Η ύψωση των 
δύο θετικών 
µελών στο 
τετράγωνο απο- 
τελεί µέθοδο 
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7.   

Αν   
3

3

α +β
α + β

 < 1    και   α+ 3β ≠ 0,   να αποδείξετε ότι   α  < β  

Προτεινόµενη λύση 

3

3

α +β
α + β

 < 1    ⇒      
3

3

α +β

α + β
 < 1 

                                  3α +β  <  3α + β  

                                  
2

3α +β  <  
2

3α + β  

                                  (3α+ β 2)  < (α  + 3β 2)  

                                  92α + 6αβ+ 2β  < 2α + 6αβ + 9 2β  

                                  82α  < 8 2β                      

                                  2α  < 2β        

                                  α  < β  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχόλιο  6 

Η ύψωση των 
δύο θετικών 
µελών στο 
τετράγωνο απο- 
τελεί µέθοδο 
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8.     
Αν   xy ≠ 0 ,  να αποδείξετε την ισοδυναµία:   

i)    x y x y+ = +    ⇔   x, y   οµόσηµοι. 

ii)   x y x y− = +    ⇔  x, y   ετερόσηµοι. 

Προτεινόµενη λύση 

i) 

x y x y+ = +      ⇔      
2

x y+  =  2( x y  )+  

                                         (x + y2)  =  
2

x + 2 x y + 
2

y  

                                         2x + 2xy + 2y  =  2x + 2 xy + 2y  

                                         2xy  =  2xy  

                                         xy  =  xy      

                                         xy > 0      ⇔      x, y   οµόσηµοι 
 
ii) 

x y x y− = +      ⇔      
2

x y−  =  
2

x y+  

                                          2( x y  )−  =  (x + y 2)  

                                          
2

x – 2 x y + 
2

y  =  2x + 2xy + 2y  

                                          2x – 2 xy + 2y  =  2x + 2xy + 2y  

                                          –2xy  =  2xy     

                                          xy  =  – (xy)      ⇔     x, y   ετερόσηµοι 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η ύψωση των 
δύο θετικών 
µελών στο 
τετράγωνο απο- 
τελεί µέθοδο 
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9.   
Αν   xy ≠ 0 ,  να αποδείξετε την ισοδυναµία:    

x y x y+ > −     ⇔    x, y   οµόσηµοι. 

Προτεινόµενη λύση 

x y x y+ > −       ⇔      
2 2

x y x y+ > −  

                                         (x + y2)  >  (x – y 2)  

                                         2x + 2xy + 2y  > 2x – 2xy + 2y  
                                         4xy > 0 
                                         xy > 0      ⇔    x, y   οµόσηµοι. 

 
 
10.   
Να αποδείξετε ότι   α +β+ γ  ≤  α + β + γ  

Λύση 

α +β+ γ  = ( )α +β + γ  ≤   α +β  + γ  ≤   α + β + γ  
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11.   
Να αποδείξετε την τριγωνική ανισότητα    α − β ≤ α ±β ≤ α + β .  

Προτεινόµενη λύση 

Από τη θεωρία γνωρίζουµε ότι     α +β  ≤  α + β      (1) 
Όπου  β  θέτουµε   – β,   οπότε     α −β  ≤  α + −β  

                                                      α −β  ≤  α + β       (2) 
 

Για την    α − β ≤ α +β        (3) 

                α − β ≤ α +β     ⇔     
2 2

  α − β ≤ α +β  

                                                           (α – β 2)  ≤   (α + β 2)  

                                                           
2

α – 2α β + 
2

β  ≤   2α  + 2αβ + 2β  

                                                           2α – 2αβ + 2β  ≤   2α  + 2αβ + 2β  

     –2αβ  ≤  2αβ 

    αβ  ≥  – (αβ)     που ισχύει 

Στην  (3),   όπου  β  θέτουµε  –β,   οπότε      α − −β ≤ α −β  

                                                                      α − β ≤ α −β      (4) 

Από τις  (1) ,   (2) ,   (3) ,   (4)     ⇒      α − β ≤ α ±β ≤ α + β  

 
 

Η ύψωση των 
δύο θετικών 
µελών στο 
τετράγωνο απο- 
τελεί µέθοδο 

− −β = − β  


